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Francisco José Duarte Isava (1883-1972)

Ingeniero venezolano reconocido como uno de los cientificos
mas importantes de su pais. Alternd su trabajo como ingeniero
con la docencia en la Universidad Central de Venezuela,
como profesor de geometria analitica, algebra superior,
analisis infinitesimal y mecanica racional, y también de
Algebra Superior en la Universidad Santa Maria, en Caracas.
En 1933 funda la Academia de Ciencias Fisicas, Matematicas
y Naturales de Venezuela, institucion que presidié en dos
ocasiones. Fue ademas director del Observatorio Astrondmico
y Meteorolégico “Juan Manuel Cagigal™. Particip0 activa-
mente en los Encuentros Internacionales de Matematicos de
Bologna (1928), Zurich (1932) y Boston (1950) y en varios
Congresos de la Union Geodésica y Geofisica Internacional,
asi como en los congresos internacionales para el uso paci-
fico de la energia atomica, en Ginebra en 1955 y 1958.
Publico 7 libros, mas de 80 trabajos matematicos en revistas
de renombre internacional, y escribid, adicionalmente, una
gran cantidad de notas de prensa que incluyen biografias de
matematicos famosos. Recibié muchos reconocimientos en
Venezuela por su distinguida labor en pro de la ciencia y la
matematica en su pais.

Informacion biografica suplementaria: http://www.tayabeixo.
org/biografias/duarte.htm
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Duarte Isava escribid un extenso y bien documentado
articulo sobre la historia del postulado de Euclides
y el surgimiento de las geometrias no euclidianas.
Dedic6 un apartado a los Ensayos de demostracion
del postulado de Euclides del Dr. Julio Garavito
Armero (1865-1920), en el cual hace un riguroso
analisis de dos demostraciones de Garavito para
concluir - en el caso de la primera- que este ejericio
es un claro ejemplo de los ensayos de demostracion en
los cuales se reemplaza el postulado de Euclides por
otro mas dificil de admitir. Sobre el segundo ensayo
afirma que el error de Garavito esta en haber olvidado
que los teoremas de la Geometria no son verdades
geométricas sino verdades enunciadas en un lenguaje
geométrico, las cuales no se aplican a figuras concretas
de la geometria mientras no se acuerden previamente
los postulados fundamentales. En otros términos, que
las verdades de la geometria no son absolutas sino
relativas al sistema de principios en el cual se basa.
Este trabajo le sirvio a Duarte para ingresar como
miembro correspondiente a la Academia Colombiana
de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales*. Dos aspectos
hacen muy valioso este articulo para la historia de las
matematicas en Colombia: la rigurosidad del mismo y
las fuentes utilizadas, ademas de la Nota Editorial? que
aparece al final del articulo, en la cual Alvarez Lleras
manifiesta que en otra ocasion probara que Duarte esta
equivocado, “porque Garavito, mas que matematico,
fue filésofo sincero que nunca tuvo en mente cosa
diferente de la persecucion de la verdad” y “asi
haremos ver que los errores que el doctor Duarte cree
encontrar en las exposiciones de Garavito, no lo son
para todos, por cuanto la escuela de los pangedmetras
no es universal, ni las ideas contrarias a la matematica
clésica han obtenido hasta ahora un triunfo absoluto.”
La correccion a Duarte nunca aparecio.

Clara Helena Sanchez, Ph.D.
Miembro Correspondiente

* Aunque habia sido publicado en 1945 en el Boletin de la Academia
de Ciencias Fisicas Matematicas y Naturales de Venezuela, Afio
XI, Tomo IX, No.26, pp.3-52.

2 Nota de la Direccion, Rev, Acad. Colomb, Cienc. , \Vol. VII, Nos.
25-26, p.81.



SOBRE LAS GEOMETRIAS NO EUCLIDIANAS

NOTAS HISTORICAS Y BIBLIOGRAFICAS

INTRODUCCION

El descubrimiento o, si se quiere, la creacién de
la Geometria no-cuclidiana antes de terminar el
primer tercio del siglo XIX es un acontecimiento
trascendental en la historia de las Matematicas. Co-
mo ha sucedido muchas veces en casos anélogos,
este gran descubrimiento no fue entendido por los
contemporineos de Lobatchewsky: “Tal como era
parecia contradecir un axioma cuya necesidad esta
basada tnicamente sobre un prejuicio consagrado
desde hace millares de afios”, como dicen los edito-
res de las obras del ilustre gedmetra. “Se necesita-
ron todavia cien aflos —dice Gonseth— para que,
con Poincaré y Einstein, nos diéramos cuenta de la
trascendencia de este descubrimiento”. [124], 79.

Cuenta el historiador y matemético Eric Bell que
Lobatchewsky pasd cnarenta afios en la Universi-
dad de Kasan, como estudiante, profesor adjunto,
profesor y finalmente rector. Los servicios eminen-
tes que presté a su patria tuvieron por finica re-
compensa que el gobierno ruso lo destituyera brus-
camente en 1846 de sus funciones de rector y pro-
fesor de la Universidad, “sin dar ninguna explica-
cién ptblica de este doble insulto inmerecido”
[161], 325 (™). Los otros profesores de la Univer-
sidad, arriesgando su propia situacién, protestaron
uninimemente contra este ultraje. Se les respon-
di6 secamente que, “como simples profesores no
tenfan capacidad para juzgar los actos del Gobier-
no”. No era la primera vez que ocurria en el mundo
semejante injusticia: recuérdese, entre otras, la his-
toria de T'ycho Brahe.

Nueve afios después, en 1855, la Universidad de
Kasan celebraba el primer medio siglo de existen-
cia. Lobatchewsky concurrié a la conmemoracién y
presentdé un ejemplar de su inmortal Pangeometria,
resumen del trabajo completo de su vida cientifica.
Pocos meses més tarde Lobafchewsky murid a la
edad de 63 afios.

Como muy bien ha dicho Parfentieff: “A medida
que el pensamiento matemético y filos6fico moder-
no profundiza sus problemas actuales, nos persua-
dimos més de que diversos pensamientos, ideas y
métodos de Lobatchewsky, ese genio potente y pro-
fundo, penetran en todas las ramas de las ciencias
fisico-mateméticas, tienen influencia sobre su desa-
rrollo y vemos mejor qué gran valor tiene y segui-
rd teniendo la Geometria no-euclidiana de Lobai-
chewslky en general en la filosofia de la Naturale-
za”. [150], 476.

(*) Los mimeros entre paréntesis indican la obra corres-
pondiente en la bibliografia al fin de este trabajo; el ni-
mero colocado al lado indica la pfigina del libro citado.

F. J. DUARTE
bro Cor diente de la Academlia C
de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales.

El 26 de febrero de 1926 la Sociedad Fisico-Ma-
temética y la Universidad de Kasan celebraron, en
presencia de numerosos delegados oficiales, el cen-
tenario del descubrimiento de la geometria no eucli-
diana por Lobatchewsky. La SBociedad Fisico-Mate-
mética de Kasan publicdé en esta ocasion un volu-
men cuyo titulo es:

“Ad anum MCMXXVI centesimum a geometra
Kasaniensi N. J. Lobacevsky non-euklidae geome-
triae systematis inventi concelebrandum”. In 8° de
112 pag. 1927.

Nuestro querido y venerado maestro, el ilustre
matemético Dimitry Mirimanoff, al hacer el anélisis
de esta publicacién, termina con estas palabras: (*)

“Victor Hugo dijo con ocasién del 6° centenario
del Dante: ‘Una solemnidad como esta es un mag-
nifico sintoma. Es la fiesta de fodos los hombres
celebrada por una nacién como homenaje a un ge-
nio. Cada nacién da a las otras una parte de su
grande hombre. La unién de los pueblos se prepara
por la fraternidad de los genios’.

“;No se podrian aplicar estas palabras al cente-
nario de uno de los méas grandes descubrimientos
del siglo XIX?”,

El objeto del trabajo que hoy sale a luz es, como
lo indica su tftulo, presentar algunas notas hist6-
ricas y bibliograficas sobre las geometrias no-eucli-
dianas. Ni las unas ni las otras pretendemos que
puedan ser completas.

También exponemos varias de las numerosas de-
mostraciones que se ha pretendido dar del postu-
lado de Euclides, con la critica correspondiente.

Existen varias listas bibliograficas de las geome-
{rias no-euclidianas, lag que citamos en la Biblio-
grafia al final de este trabajo [13], [34,] [39], [69].
No conocemos ninguna de estas listas; nuestra bi-
bliografia est4 formada por las obras que poseemos
en nuestra biblioteca particular y por los libros
que consultamos en algunas bibliotecas europeas y
otras que no hemos tenido a mano y que estin ci-
tadas en algunos de aquellos libros, como son las
listas bibliogrificas mencionadas. Ademés, no to-
das las obras citadas tratan execlusivamente de la
teoria de las paralelas o de las geometrias no
euclidianas.

Este trabajo estaba comenzando desde hace varios
afios; diversas circunstancias habian impedido con-
cluirlo. Esperamos la indulgencia del lector y de-
seamos que encuentre interesante un conjunto de
datos que se hallan diseminados en multitud de
obras, muchas de ellas dificiles hoy dia de conseguir.

Caracas, marzo de 1945,

(*) V. L'Enseignement Mathématique, 1929, p. 349.
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SOBRE LAS GEOMETRIAS NO-EUCLIDIANAS

Los postulados sobre los cuales se funda la Geo-
metria elemental, enunciados explicitamente en los
célebres Flementos de Buclides [10], 2, fueron con-
siderados durante largo tiempo como verdades evi-
dentes de una manera absoluta. Sinembargo, como
lo hace notar Mac Leod [134], 29, el gran nimero
de ensayos de demostracién del célebre postulado
de las paralelas desde la antigiiedad hasta la pri-
mera mitad del siglo XIX, prueba que ese postula-
do parecié a los matemiticos menos evidente que
los otros.

Todos los ensayos de demostracion, algunos de
los cuales exponemos en esta Nota, fracasaron, por-
que en ellos se sustituia implicitamente la propo-
sicién que se pretendia probar por otra equivalen-
te. oy dia el asunto estd completamente aclarado
y la demostracién del postulado de Huclides perte-
nece a la misma categoria que la resolucién de los
problemas de la cuadratura del circulo, de la tri-
seccién del dngulo o de la duplicacién del cubo, pro-
blemas en los cuales solo se ocupan, como decia
Lacaille, los que no son mateméiticos.

Desde Buclides hasta Legendre, dice Barbarin
[146], 6, es decir durante mis de dos mil afios, los
gedbmetras desconocieron la verdadera naturaleza
del postulado de Euclides y supusieron erréneamen-
te que esta proposicién estaba contenida en la no-
cién clasica de la linea recta.

Sin embargo, Lambert (1728-1777) y Taurinus
(1794-1874), a pesar de estar convencidos de la ver-
dad del postulado de Buclides, trataron de averi-
guar las consecuencias que resultarian de negar su
validez y llegaron a darse cuenta de que la nega-
cién de tal proposicién no podia @ priori conducir
a contradiccién légica por la analogia existente en-
tre las propiedades de las rectas del plano y las de
los circulos méximos de la esfera, exceptuando el
6° postulado: Dos rectas no pueden encerrar un
espacio,

Taurinus hizo en 1826 la audaz y profética hi-
pétesis de que existen probablemente superficies
curvas en las cuales ciertas curvas contenidas en
ellas tienen propiedades anflogas a las de las rec-
tas del plano, con excepeion del 5° postulado: Dos
rectas de un plano que hacen de un mismo lado, con
una tercera, dngulos cuya suma es inferior a dos dn-
gulos rectos se encuentran de ese lado. [146], 7.
Veremos més adelante en la interpretacion dada en
1868 por Belirami la exactitud de la hipétesis de
Taurinus. Toeurinus [127], 67, dedujo las férmulas
de 1a Trigonometria no euclidiana de las de la Geo-
metria esférica, sustituyendo el radio real k& por
el radio imaginarvio ik.

" Antes de Lambert y de Taurinus, se puede consi-
derar como un precursor de las ideas no euclidianas
al italiano Gerolemo Scecheri. En efecto, Saccheri
consideré un cuadrilitero birrectingulo en el cual
los lados perpendiculares a la base son igunales y,
por consiguiente, los otros dos éngulos son iguales;
examiné las tres hipétesis relativas a estos angu-

los, a saber: que fueran rectos, agudos u obtusos.
Debido a los prejuicios de su época —dice Vero-
nesse [B7]— en que se consideraba la Geometria
euclidiana como la Gnica posible, Saccheri rechazd
la hipétesis que lo habria conducido a la creacién
de las geometirfas no euclidianas, por razones sin
fundamento sélido, como veremos luego.

Fue solamente en 1829 cuando aparecieron en
ruso, en el Boletin de la Universidad de Kasan, los
primeros trabajos de Lobatchewsky (1793-1856) so-
bre Ia Geometria no euclidiana que él llamé Geome-
tria imaginarie y después Pangeomelria. ’

Tres afios mas tarde, en 1832, el ge6metra hiinga-
ro Juan Bolyai (1802-1860), hijo de Wolfgang
Bolyai (1775-1856), publicé en latin un sistema de
geometria enteramente semejante al de Lobatche-
wsky, en un Apéndice a una obra de su padre. La
traduccién francesa de este Apéndice figura con el
N9 22 en la Bibliografia que acompaiia este trabajo.

La semejanza de las obras de Lobatchewsky y de
Bolyai es tan grande que parece increible, dice Rus-
sell [85], 15, que fueran independientes. Se sabe,
sin embargo, que Bolyei ignoraba los escritos de
Lobatchewsky que solo fueron traducidos en fran-
cés en 1837: Géométrie imagingire (Journal de
Crelle, t. XVII) y en alemén en 1840: Geometrische
Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien.

El gran gedémetra €. F. Gauss (1777-1855) pasé
casi toda su vida, desde la edad de 15 afios, reflexio-
nando sobre los fundamentos de la Geometria. El
ilustre gedémetra comprendié que el “axioma” de
lag paralelas no podia deducirse de los otros pos-
tnlados y llegd a fundar un sistema completo de
geometria en el cual se supone falso el postulado
de Euclides. Lleg6 asi a los mismos resultados que
Lobatchewsky y Bolyai como consta de su corres-
pondencia con Schumacher y Wolfgang Bolyai [17],
[65], [160]. Sin embargo, Gauss no quiso publicar
sus profundas investigaciones, temiendo, como €l de-
cia, “los clamores de los beocios” (“Geschrei der
Bootier”) [111], 73; [160], 11; [127], 57.

Gauss fue no solamente el iniciador de la Geome-
tria no euclidiana, sino que también la influencia
de la grande autoridad de semejante maestro fue
decisiva en la aceptacion de la nueva doctrina. El
verdadero triunfo de la Geometria no euclidiana
data, dice Bonola [133], 282, del dia en que se supo
que Gauss estaba convencido de su validez logica
y de la posibilidad de un espacio fisico que respon-
diese a ella.

La hip6tesis del dngulo agudo de Saccheri corres-
ponde a la Geometria de Lobatchewsky. A Riemann
(1826-1866), ilustre matemético alemin, se debe la
geometria correspondiente al caso del 4ngulo obtuso.

En la célebre Memoria presentada por Riemann
a la Facultad de Filosofia de Gotinga en 1854 (*)
v publicada en 1867 [70], 280, el autor define la
nocién de curvatura del espacio en nn punto, gene-

(#*) Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen.
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ralizando la nocién de curvatura de un superficie
dada por Gauss (*), aplicAndela al caso de una
multiplicidad de n dimensiones en un espacio de
n -1 dimensiones.

Riemann toma como elemento infinitesimal del
cuadrado de la distancia una forma cunadratica de
las diferenciales de las variables, cuyos coeficien-
tes @y son funciones de estas variables:

ds® = 2 ay day doy (=12 - cat)s
i1

Riemann hace notar que el cardcter coman de las
variedades en que la curvatura es constante en todos
los puntos, puede expresarse diciendo que las figu-
ras pueden moverse libremente en ellas sin sufrir
deformaciones. ISs evidente, en efecto, que las figu-
ras no podrian sufrir traslaciones o rotaciones ar-
bitrarias si la medida de la curvatura en la varie-
dad correspondiente no fuera la misma en todos sus
puntos y en todas las direcciones.

Si se designa por % la curvatura del espacio,
Riemann halla para el elemento de distancia la
férmula :

1
ds = —‘—;":—‘—l/ EM;E
1 -i—TE-’L'i,g

en la cual el indice ¢ debe tomar los valores 1,2,3
para el espacio ordinario.

Segfin el valor de k& se obtienen lag diferentes
especies de geometrias. A &k =o0 corresponde la
Geometria euclidiana o Geometria parabdlica; a
k< o la Geometria de Lobatchewsky y de Bolyai
o Geometria hiperbdlice y a k> o la geometria
de Riemann o Geometrie eliptica. Se supone que
en todo el espacio se verifiea el principio de super-
posicion de lag figuras y que la recta es determina-
da siempre por dos puntos.

La tinica superficie de curvatura constante posi-
tiva en la Geometria euclidiana es la esfera (**). Se
puede interpretar la Geometria eliptica del plano,
como lo dijo Lambert, como métrica de la esfera
euclidiana, pero no de una manera completa, pues
en la esfera dos circulos méiximos se cortan siempre
en dos puntos opuestos. Para que Ia recta esté de-
terminada por dos puntos es preciso considerar so-
lamente una region limitada de la superficie llama-
da region normal.

Tampoco existe, como lo ha demostrado Hilberi
[137], 232, ninguna superficie de curvatura cons-
tante negativa, sin puntos singulares, sobre la cual
sea vilida integralmente la Geometria hiperbdlica
del plano. [146], 36.

Helmholtz (1821-1894) hizo ver que la forma da-
da por Riemann al elemento ds para los espacios
ecuya curvatura es constante, es la finica compati-
ble con el transporte, sin deformacion, de las figu-
rag en el espacio.

(*) Recherches générales sur les surfaces courbes. Trad.
M. I. Roger, Grenoble, 1870. p. 14-17.

(**) H. Liebmann, Gittingen Nachrichten 1899 p. 44, ha
demostrado que para que pueda verificarse en su integri-
dad la Geometria plana eliptica sobre una superficie de cur-
vatura constante positiva, esta superficie ha de ser cerrada.

El matemitico sueco S. Lie (1842-1899) aplicé
a las investigaciones de Riemann y de Helmholtz la
teoria de los grupos continuos de transformaciones.
Sus trabajos con los de Klein (1849-1925) y de
H. Poincaré (1854-1912), han dado a las geometrias
no-euclidianas su verdadera significacion.

Para terminar estas notas histéricas sobre las
geometrias no euclidianas, nos resta hablar de la
Geometria de Cayley.

Bl gedmetra inglés Cayley (1821-1895) llama
absoluto una codnica o una cufdrica con respecto a
lag cuales se estudian respectivamente las propie-
dades de las figuras del plano y las de las figuras
del espacio, subordinando la Geometria métrica a
la proyectiva.

In esta geometria se define el Angulo de dos pla-
nos Py Ps; que se cortan, del modo siguiente: sean
Ty T. los planos tangentes a una cufdrica ¢ lleva-
dos por la recta de interseccién de P; Ps; el dngulo
de los dos planos se define por la férmnla

1
i -‘:_‘)-1:- 30‘9‘ [I)l,Pz, Tl} Tg]

siendo el paréntesis la relacién anarmoénica de los
cuatro planos. Cuando esta relacién es igual a —1

b 8
serd V = - y los planos Py, P2 son conjugados en

la cuddrica.

De una manera anfloga se define el dngulo de
dos rectas que se cortan por medio de las tangen-
tes al absolufo situadas en el mismo plano de las
rectas y llevadas desde su punto de corte.

La distancia de dos puntos M; M, se define por
la ecuacion :

My My = _2% 106G (M, Mz, Ay, A3)
siendo Ay A, los puntos en que la recta M, M, en-
cuentra el absoluto.

Estas definiciones no se alteran cuando se efectia
una transformacién homografica. Cuando la trans-
formacién es por polares reciprocas, los dngulos se
cambian en distancias y éstas en angulos. Ellas con-
cuerdan con las definiciones habituales cuando la
cuddrica considerada ¢ se confunde con el circulo
del infinito.

Si el absoluto es una cuédrica real convexa, toda
recta situada en el interior de la superficie encuen-
tra ésta en dos puntos. La relacion anarmonica es
siempre positiva y la distancia M, M. es real si se
toma la consfante & = Ri, siendo R real.

Considerando tinicamente el espacio inferior a la
superficie, la geometria que resulta de estas defi-
niciones es la de Lobatchewsky y de Bolyai.

Si el absoluto es una cufdrica imaginaria que
contiene fodos los puntos reales, se halla la Geome-
tria de Riemanii. . .

Cayley habia estudiado la métrica proyectiva sin
ocuparse de sus relaciones con las geometrias no
cuclidianas. [43], t. IL. p. 561. Fue Féliz Klein
quien descubrié estas relaciones [26], Math. Ann.
t. IV. p. 573; [133], 303. Klein demostrd que en la
hip6tesis no euclidea es posible constituir la Geo-

L T



metria proyectiva y subordinar, como en el caso de
la Geometria euclidiana, las propiedades métricas
a las proyectivas.

En cuanto a las representaciones de las geome-

trias no euclidianas y las pruebas de la indemostra-
bilidad del postulado de Euclides, entre otras las

suministradas por las métricas proyectivas de Cay-
ley y de Klein, podré verlas el lector en [26], [116],
[133], [147], [162], etc., no siendo nuestro objeto
hacer una exposicién completa del asunto.
Pasaremos, pues, a exponer varios ensayos de
demostracién del célebre postulado de Euclides.

DEMOSTRACIONES DEL POSTULADO DE EUCLIDES

1—ENSAY0 DE DEMOSTRACION DEL POSTULADO
DE EUCLIDES DE PROCLUS

Se funda en este postulado: la distancia entre
dos rectas concurrentes crece hasta hacerse infini-
tamente grande cuando se las prolonga suficiente-
mente, en cambio la distancia entre dos paralelas
se matiene finita. De aqui deduce que por un punto
dado pasa una sola paralela a una recta y por con-
siguiente es cierto el 59 postulado de Euclides.

IIL.—ENSAYO0 DE DEMOSTRACION DE NASSIR-EDDIN

Se funda en esta proposicién: si las rectas AD
vy BC (fig. 1) son, la primera perpendicular y la
segunda oblicua al segmento AB, los segmentos de
perpendicular trazada de un punto de AD a la rec-
ta BC son menores que AB en la regibn DABC
en que BC forma fngulo agudo con AB y mayo-

res que AB en la re-
gibn FABG en que
) e BC forma angulo ob-
tuso con AB. De aqui
deduce que si dos seg-
mentos perpendiculares
a AB son iguales, serdn
7 también perpendicula-
res a AD y la figura
formada por las cuatro
G rpectas serd un cuadri-
latero con sus cuatro
r 4ngulog rectos, es de-
cir un rectingulo. Tra-
zando una diagonal se
deduce que la suma de
los Angulos de un
trifngulo rectdngulo es igual a dos rectos, por
ger la mitad del rectingulo. Como un tridngulo
cualquiera se puede dividir en dos tridngulos rec-
tdngulos, resulta que la suma de los dngulos de un
triangulo cualquiera es igual a dos Angulos rectos
y de esta dltima proposicién puede deducirse el
postulado de Euclides.

Fig. 1

III.—ENSAYO DE DEMOSTRACION DE WALLIS
John Wallis (1616-1703) sustituye el 52 postula-
do por la hipétesis de que sea posible construir un
tridngulo semejante a otro dado y de magnitud ar-
bitraria, por analogia con el caso del circulo y el
3¢ postulado de Euclides: desde cualquier centro y
con cualquier radio se puede trazar un circulo.
Ahora, la semejanza de las figuras solo existe en
la Geometria euclidiana. [133], 262.
IV.—ENSAYO DE DEMOSTRACION DE SACCHERI
Gerolamo Saccheri (1667-1733) en su obra Eucli-
des ab omni naevo vindicatus; sive geometricus quo
stabiliuntur prima ipse geometrice principi, Mi-

14n, 1733, considera un cuadrilitero cuyos lados
opuestos AD y BC (fig. 2) son iguales y perpen-
diculares a la recta AB y examina las tres hipéte-
sis que se presentan como posibles sobre los angulos
iguales € y D del cuadrildtero, a saber: los dos an-
gulos son rectos; ambos obtusos o ambos agudos.
En el primer caso la suma de los tres ingulos de
un tridngulo es igual a dos rectos de donde deduce
Saccheri la validez del 59 postulado.

En el segundo caso la D (5
suma de los 4ngulos de un
tridugulo es superior a dos
4ngulos rectos. Fundéindo-
se en la hipbtesis de que
la recta es infinita demues- A
tra también en el caso del Fig. 2
angulo obtuso la validez del 5° postulado. Pero co-
mo de este postulado se deduce que la suma de los
Angulos de un tridngulo es igual a dos dngulos rec-
tos, debe rechazarse la hipétesis del 4ngulo obtu-
so. Es decir, esta hip6tesis es incompatible con el
6° postulado.

En el tercer caso la suma de los éngulos de un
tridngulo es inferior a dos éngulos rectos. Saccheri
rechaza también esta hip6tesis fundindose en que
gi ella fuera verdadera, “dos rectas podrian tener
una perpendicular comfn en un punto comin gitna-
do en el infinito, lo que repugna a la naturaleza
de la linea recta”. [146], 21.

Siendo pues solamente posible la primera hipé-
tesis, Saccheri creyé asi haber demostrado el Pos-
tulado de Eueclides.

V.—TRABAJOS DE LAMBERT

El geémetra suizo J. II. Lambert (1728-177T) en
su obra Theorie der Parallellinien publicada, des-
pués de su muerte, 1786, considera un cnadrilé-
tero trirrectingulo y hace las tres hipbtesis sobre
la naturaleza del cuarto 4ngulo. Emite la idea de
que la hipétesis del angulo agudo podria ser reali-
zada sobre una cierta superficie que él llama esfera
imaginaria. Rechaza la hipotesis del dngulo obtuso
porque ella tiene como consecuencia la adopeibn de
una unidad absoluta de longitud.

B

VI—ENSAYO DE DEMOSTRACION DEL POSTULADO
DE BEUCLIDES DE BERTRAND (DE GINEBRA)

Luis Bertrand (1731-1812) ensayé esablecer la
teoria de las paralelas sin basarse en ningfin pos-
tulado para lo cual empleé un procedimiento de
bandas infinitas, propuesto en 1667 por Anionio
Arnauld, lamado el gran Arnould (1612-1694). Es-
tablecié previamente log lemas signientes:

19) Sobre uno de los lades AX (fig. 3) de un
Angulo recto XAA’, se toman longitudes iguales
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AB, BC, 0D, ...; por los puntos de divisiébn se
llevan las perpendiculares BB’, €C’, DD’ ... al
lado AX. Las bandas A’ABB’ asi formadas son ili-
mitadas en el sentido A4A4’; sin embargo, es impo-
sible llenar el espacio angular XAA’ por grande
que sea el nimero de bandas que se tomen.

¢ ;

o B D

& g @ D X
Fig. 3

29} Un 4ngulo A’AB’ por pequeiio que sea, su-
mado sucesivamente a si mismo puede cubrir com-
pletamente el dngulo recto XAA’

De estas proposiciones deduce Bertrand que dos
rectas, una de ellas perpendicular y la otra oblicua
a una tercera son necesariamente concurrentes.

El método es ingenioso y original, pero induda-
blemente carente en absoluto de rigor matemitico
pues se funda en la comparacién de espacios infini-
tos. [84], 88.

VIL—EXPOSICION DEL ENSAYO DB BERTRAND DE

DEMOSTRACION DEL POSTULADO DE EUCLIDES
Por el Prof. Alberto Lista y Aragdn.

El Prof. Alberto Lista y Aragén, literato y mate-
mético espafiol (1775-1848) publicé un Tratado de
Matemdticas puras y miztas. En el Tratado de Geo-
metria se halla la siguiente exposicién de Bertrand
para demostrar el postulado de Euclides:

“Sea FEF (fig. 4) una recta dada; por el punto
cualquiera € tiro a ésta la perpendicular CD. Le-
vanto en € la OB perpendicular a ¢D. Las rec-
tas CB y EF geran paralelas por ser perpendicu-
lares a CD. Digo que la recta CA que forma 4n-
gulo agudo con la D se ha de encontrar con EF.
Sea n la relacién entre el dngulo recto y el dngulo
agudo BCA; suponemos que n es un nimero en-
tero. Tomo sobre CD #n ntimero de partes iguales
a CE (a partir de €) y por los puntos de division
tiro GH, MN ... perpendiculares a CD. Se for-
man asi n bandas iguales BCEF, FEGH, HGMN, ...

B F H N
A
c E G M D
Fig. 4

Ahora, espacio indefinido BCD > espacio inde-
finido BCMN porque el primer espacio se extien-
de por la derecha y por la parte superior, mientras

que el segundo se extiende sélo por la parte supe-
rior. Dividiendo ambos miembros por = resulta:

espacio BCA > espacio BCEF

Pero esto es imposible si la recta €A no corta
la EF. Luego: por el punto C no se puede tirar
la EF gino la paralela OB.

8i el angulo BCA mno se contiene exactamente
en el recto, de modo que n—=m - una fraccién,
tomo una banda més de las que indica el nimero
entero m. Siempre sera el angulo recto mayor que
la banda total; luego dividiendo el primero por n
y la segunda por m 41> mn el cociente primero
que es BCA serd mayor que el segundo, que es
BCEF y la conclusién es la misma”. [41], 18.

La exposicién precedente permite darse cuenta
con mas claridad de la idea que sirve de base al
ensayo de demostracién de Bertrand.

VIIL.—ENSAYO DE DEMOSTRACION DEL 59
POSTULADO DE EUCLIDES

Por Schumacher. [17], 35-36

Carta de Schumacher a Gauss.—Me tomo la li-
bertad de someter a su juicio una tentativa que he
hecho para demostrar, sin el recurso de las parale-
las ni de ninguna teoria la proposicién: la suma
de los tres 4ngulos de un tridngulo es igual a 180°
de donde se deduciria entonces la demostracién del
axioma de Fuclides. Los finicos principios que su-
pongo establecidos son que la suma de todos los
4dngulos formados alrededor de un punto es igunal
a 360° o a 4 Angulos rectos, y que los dngulos opues-
tos por el vértice son iguales.

G

C
c\v

F
Fig. 5

Prolonguemos indefinidamente los lados de un
tridngulo rectilineo ABC (fig. 5) o, en otros tér-
minos, consideremos un sistema de tres rectas en
un plano, formando por sus intersecciones un trian-
gulo ABC. Be tiene, para los tres vértices, las
ecuaciones

2¢ -+ 20 = 4 rectos
264+ 2p=4 7
204+ 2y=4 7
de donde
o+ B+ y=6rectos — (a4 b+ ¢)

Esas relaciones subsisten de eualquier manera que
estén sitnados los puntos A4,B,C, o, lo que equi-
vale a lo mismo, de cualquier manera que las tres
rectas estén trazadas en el plano; dejemos, pues,
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inméyviles las lineas D@, BH y hagamos pasar II
por el punto A (fig. 6) de manera que ella haga
con EH el mismo dngulo que en su posicién primi-

Fig. 6

tiva, o més generalmente, puesto que este 4ngulo
es arbitrario, de modo que ella caiga siempre en
el interior del ingulo ¢. Tendremos entonces

@+ b} ¢ =4 rectos

o B+ y =2 rectos.

Se podria objetar a esto que se tiene efectiva-
b (fig.5) = b (fig.6)

¢ (fig. 5) = ¢ (fig. 6)

Luego

mente por hipbtesis
pero que la igualdad
debe ser demostrada?

Me parece que por ser arbitrario el valor dado a
los 4ngulos, esta demostracién no es indispensable.

Tales son los principios de la demostracién sobre
la cual espero vuestro juicio. Agregaré tnicamente
para justificar mi razonamiento que es cierto que
la segunda operacién hace desaparecer el tridngu-
lo ABC; pero no hace desaparecer los ingulos del
tridngulo. De cunalguier manera que estén situadas
las lineas, se fiene siempre

IBH=B8 GOF=y DAE=u

lo mismo en el tridngulo finito que en triangulo
evanescente; la suma

IAH + GAF + DAE

es, pues, siempre igual a la suma de los Angulos de
un tridngulo rectilineo.

Asi, se demostrard la proposiciébn para un triin-
gulo cualquiera (cuyos Angulos son A, B, ('), tiran-
do las lineas DG FEH de manera que se tenga

a=A 7y haciendo ademis JAH =B GAF=C.

Si entonces [AF no fuera una linea recta gino
una linea quebrada IAF’, el 4ngulo € se hallaria,
es cierto, més pequefio de de¢; pero el angulo b se-
ria mayor en la misma cantidad y, por consiguien-
te, la suma de esos éngulos no habria cambiado,
y tendrfamos, lo que nos es necesario para la de-
mostracion, la igualdad

b4 e (fig.5) = b + ¢ (fig. 6)

Copenhague, 3 de mayo de 1831.

Respuesta de Gauss. [17], 37.

Examinado bien lo que usted me escribe respee-
to de las paralelas, ha empleado en sus silogismos,
sin enunciarla explicitamente, una proposicién que
puede formularse asi:

— 6

8i dos rectas que se cortan, (1) y (2), (fig. T)
hacen respectivamente, con una tercera recta (3)
que las encuentra, los dngulos A/, A” y que una
cuarta recta (4) situada en el mismo plano sea
cortada del misme modo por (1) bajo el dngu-
lo A’, entoneces (4) serd cortada por (2) bajo el
adngulo A”.

Ahora, no solamente esta proposicién necesita
demostracién, sino que se puede decir que en el
fondo ella constituye el mismo teorema que se tra-
ta de demostrar.

1
-.\A’
O

2

/ An
i

Au ~ A’
3 / = \\
Fig. 7

Desde hace algunas semanas he comenzado a es-
eribir algunos resultados de mis propias medita-
ciones sobre este asunto, las cuales datan en parte
de hace cuarenta afios y no habia redactado nunca
nada, lo que me ha forzado a recomenzar tres o
cuatro veces todo el trabajo mentalmente. No qui-
siera, sinembargo, que tode esio pereciera junto
conmigo.

Goettingue, 17 de mayo de 1931,

IX.—ENSAYD DE DEMOSTRACION DEL
POSTULADO DI EUCLIDES

de J. Richard. [97], 50-52
2ichard formulé una demostracién del 5° pos-
tulado modificando una demostracién dada por Car-
ton (Comptes Rendus de VAcad. des Se. de Paris,
1867).
Se considera una serie de n tridngulos (fig. 8)

ABC, €DE, EFG, ... HKL, LN

todos iguales y cuyas bases estidn situadas sobre
8




una misma recta AN. Uniendo los vértices B, D, F,

. K, M de dos en dos por medio de rectas se
forma una nueva serie de n — 1 tridngulos igua-
les entre si, pero no forzosamente iguales a los pri-
meros (serian ignales a los primeros en Geometria
cuclidiana). Se toma un punto 8 por encima de
esta red de tridngulos y se une S8 con los vértices
B, D, F ... K, M. Se forma asi n — 1 nuevos trian-
gulos con el vértice comfin S.

Suponiendo que la suma de los dngulos de un
triangulo sea inferior a 2 4ngulos rectos, sea 2 — @
la suma de los éngulos de cada tridngulo de Ia
12 serie; 2— D la suma de los fngulos de cada
tridngnlo de la 22 gerie; 2 — w, siendo ® variable,
la de un trifingulo cualquiera de la 3% serie. La
suma de todos los dngulos serd

2—a)yn4+(2—0) (n—1)+2(n—1) —Zo

O sea 6nn—4—n(ae4+0) +b— 2o

Ista suma puede caleularse de otro modo; sea P
la suma de los dngulos del pentigono SBANM;
en cada uno de los vértices D, F, ... K en niimero
de n — 2 hay 4 &ngulos rectos y en cada uno de los
puntos €, B, G, ... H,L en ntmero de »— 1 hay
2 4ngulos rectos. La suma total serid pues:

P+d(n—2)+2(n—1)

O sea P 4 6n — 10.

Luego
bn—4—n(c4+0) +b—Z0o="P-6n—10

De donde P=6—[na+ (n—1) b+ Zo]

Resulta de aqui que, por pequefios que sean
a,b, Zo se podra siempre escoger n suficientemen-
te grande para que I’ gea negativo, lo que es absur-
do. Por consiguiente la suma de los dngulos de un
tridngulo no puede ser inferior a 2 Angules rectos.

Pero esta conclusion depende de la hipbtesis im-
plicita siguiente: Se ha supuesto que, por lejos que
se prolongue la construccién de los tridingulos se
podra siempre hallar un punto S por encima de la
primera recta B y por encima de la Gltima KM,
lo cual no es evidente o priori. Es decir, se supone
que la construccién es siempre posible por grande
que se suponga n. Iisto se verifica en la hipdtesis
euclidiana y se reemplaza asi en esta demostracion
el postulado de Euclides por otro postulado.

Esta demostracién tiene analogia con una falsa
demostracion en que se pretende probar que un fn-
gulo recto es igual a un dngulo agudo. La demos-
tracion es irreprochable desde el punto de vista de
los razonamientos, pero se funda en una hipdtesis
falsa : ge supone que dos rectas se cortan de un cierto
lado de la figura cuando en realidad se cortan del
lado opuesto. (V. Lietzmann and Trier, Wo Bteckt
der Fehler? Leipzig, 1917, p. 22).

Algo anélogo ocurriria en la Geometria de Lobal-
chewsky con la construceiéon de la demostracion
precedente.

Nora. — Richard al formular esta demostracién
sabia dénde se encuentra el error de la misma.

X.—~ DEMOSTRACION DEL TEOREMA SOBRE LA SUMA
DE LOS TRES ANGULOS DE UN TRIANGULO

Por Adrien Marie Legsndre

El ilustre matemAtico francés Legendre (1752-
1833) se ocupd mucho de la teoria de las paralelas
y ensayé vanamente demostrar el 59 postulado de
Euclides.

Hin embargo, sus trabajos sobre este asunto son
muy notables y no contienen los errores groseros de
que adolecen otras psendodemostraciones del céle-
bre postulado.

Legendre demostrd estos teoremas: 1°) En un
tridngulo rectilineo la suma de sus dngulos no pue-
de ser superior a dos angulos rectos. 2°) Si en un
tridngulo reectilineo la suma de sus dngulos es igunal
a dos rectos, serd lo mismo en todos los triangulos.
El primero de estos teoremas se halla en la 122 edi-
cion de sus célebres Eléments de Géométrie, Paris,
1823 (prop. XIX del Libro I, pag. 20). [11], [17], 7.
El segundo fue publicado solamente en 1833.

La demostracion del 5° postulado de Euclides a
la que vamos a referirnos, es nna demostracién in-
directa. Legendre prueba que la suma de los tres
adngulos de un tridngulo rectilineo es igual a dos
angulos rectos, sin valerse de la teoria de las pa-
ralelas. Ahora, el postulado de Euclides es una con-
secuencia como se sabe del teorema sobre la suma
de los tres édngulos de un triingule. Sin embargo,
aun cuando la demostracién de Legendre no contie-
ne peticion de principio, no es una prucha del pos-
tulado pues reemplaza éste por el postulado de la
homogeneidad de las formulas de la Geometria, ho-
mogeneidad que-sdlo se verifice en la Geomelria
euclidiong. He aqui la demostraciéon de Legendre.
[11], 181:

“Se demuestra inmediatamente por la superposi-
cién y sin ninguna proposicién preliminar que dos
tridngulos son iguales, cuando tienen un lado igual
adyacente « dos dngulos iguales. Llamemos p el lado
de que se trata, A y B los dos dngulos adyacentes,
C' el tercer Angulo. Es necesario, pues, que el an-
gulo (! sea enteramente determinado cnando se co-
nocen los dngulos 4 y B y el lado p; pues si varios
ingulos € pudiesen corresponder a los tres datos
A, B, p habria otros tantos tridngulos diferentes
que tendrian un lado igual adyacente a dos 4ngu-
los iguales, lo que es imposible: luego el dngulo ¢
debe ser una funcién determinada de las tres canti-
dades 4, B, p lo que expreso asi:

C=eq (4,B,p)

Sea el dngulo recto igual a la unidad; entonces
los Angnlos A, B, € serfin ntimeros comprendidos
entre 0 y 2 y puesto que C = (4, B,p) digo que
la linea p no debe entrar en la funcién . En efee-
to, se ha visto que C debe ser enteramente determi-
nado por los solos datos 4, B, p, sin ningn otro
dngulo o linea; pero la linea p es heterogénea con
los nfimeros A, B, 0; y &1 se fuviera una ecunacion
cualquiera entre 4, B, €, p, se podria deducir el
valor de p en funcién de A, B, ¢; de donde resul-
tarfa que p es igual a un niimero, lo que es absur-
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do: luego p no puede entrar en la funcién @ y se
tiene simplemente ¢ = ¢ (4, B).

Esta férmula prueba ya que, si dos 4ngulos de
un tridngulo son iguales a dos angulos de otro trifin-
gulo, los terceros deben ser iguales y sentado esto es
faeil llegar al teorema que deseamos demostrar (*).

Sea en primer lugar ABC (fig. 9) un tridngulo
rectingulo en A; del punto A bijese AD perpen-
dicular sobre la hipotenusa. Los fdngulos B y D
del tridngulo ABD son iguales a los dngulos By 4
del tridngulo BAC; luego, seglin lo que se acaba
de demostrar, el tercero BAD es igual al terce-
ro €. Por la misma razon el angulo DAC =B,
lnego BAD -+ DAC (o BAC) = B + C. Ahora, el in-
gulo BAC es recto; luego: la suma de los dos dn-
gulos agudos de un tridngulo rectdngulo vale un
dngulo recto.

A

|

|

|

|

B D

Fig. 9

Sea ahora BAC (fig. 10) un tridngulo cualquie-
ra y BC un lado que no sea menor que cada uno
de los otros dos. Si del 4ngulo opuesto A se baja
la perpendicular AD sobre BC, esta perpendicular
caerd en el interior del tridingnlo ABC y lo dividi-
ré en dos tridngulos rectdngulos BAD, DAC. Aho-
ra, en el tridngulo rectingulo BAD los dos dngu-
los BAD, ABD sumados valen un 4ngulo recto;

en el trifngulo rectingnlo DAC los dos 4ngu-
los DAC, ACD sumados valen también un 4an-

A

I
|
I
I
1
B D ¢
Fig. 10
gulo recto. Luego los cunatro reunidos o, sola-

mente los tres BAC, ABC, ACB sumados valen
dos 4ngulos rectos. Luego en todo tridngulo recti-

(*) Se ha objetado contra esta demostracidn que, si se
1a aplicara punto por punto a los trifingulos esféricos re-
sultaria que conocidos dos dngulos se podria determinar
el tercero, lo que no sucede en esta clase de trifingulos.
La respuesta es, que en los tridngulos esféricog hay un
elemento mfs que en los tridngulos planos y este ele-
mento es el radio de la esfera del cual no se debe hacer
abstraceién. Sea, pues, r el radio, entonces en vez de ser
C=g@ (A, B,p), se tendra C= ¢ (A, B,p,r) o linicamente

C=gp(AB E), en virtud de Ia ley de los homogéneos.
Ahora, puesto que la relaeion 1; es un nimero, como A, B, C

nada impide que : no se halle en la funeién @ y entonces

no puede concluirse que C =g (A, B).

lineo la suma de los tres dngulos es igual a dos dn-
gulos rectos.

Se ve por esto que este teorema, considerado a
priori, no depende de un encadenamiento de propo-
giciones y que él se deduce inmediatamente del prin-
cipio de la homogeneidad, principio que debe veri-
ficarse en toda relacién entre cantidades cualesquie-
ra”. [3], 273-282.

* * *

La otra demostracién del teorema sobre la suma
de los fngulos de un tridngnlo dado por Legendre,
es decir el teorema XIX de sus célebres Elémenis
de Géoméirie, prueba [1T], 7, que la suma de los
fngulos de un tridngulo no puede ser superior a
dos fngulos rectos. No se olvide que Legendre su-
pone implicitamente en esta demostracién que la
recta es infinita y por consiguiente la demostra-
cién no es véilida en la Geometria de Riemann.
[111], 73.

XI—ENSAYO DE DEMOSTRACION DEL
POSTULADO DE EUCLIDES

Por Adrien Marie Legendre. [11]

Sea BAC un 4ngulo dado (fig. 11) y M un pun-
to situado en el interior de este 4ngulo. Sea AD
la bisectriz del 4ngulo BAC; sea MP la perpendi-
cular a AD bajada del punto M. La recta MP pro-
longada en los dos sentidos deberd encontrar los
lados del 4ngulo. Pues, a causa de la simetria,

A
M’ A i
¥
C
X
B
Fig. 11 Fig. 12

si encuentra uno de los lados deberi encontrar el
otro; si no encuentra uno de los lados, tampoco
encontrari el otro. En este tiltimo caso la recta es-
tarfa toda entera encerrada en el espacio compren-
dido entre los lados del dngulo BAC. Pero esto re-
pugna a la naturaleza de la linea recta. Iin efecto,
toda recta AB (fig. 12) trazada sobre un plano y
prolongada indefinidamente divide el plano en dos
partes que superpuestas coinciden en toda su ex-
tensién y son perfectamente iguales. La parte AMB
del plano total, situada de un lado de AB es ignal
en todo a la parte AM’R situada del otro lado;
pues si se toma un punto fijo ¢ sobre AB, un punto
cualquiera M estari determinado por la distancia
CM y el dngulo ACM. El punto M’ simétrico de M,
es decir tal que CM' = CM, ACM' = ACM, se con-
fundird con M cuando se superpongan las dos par-
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tes en que el plano queda dividido por la recta AB.

Supongamos ahora, si es posible, que una recta
ilimitada XY esté encerrada enteramente en un es-
pacio angular cualquiera, por ejemplo, en el 4n-
gulo BOM ; ella dividira en dos partes iguales o des-
iguales, la parte del plano comprendido en el 4n-
gulo BCOM. Esta parte tiene su correspondiente
BOM’ gituada del otro lado de BC; pero como ade-
mis de esas dos partes iguales del plano, existen
ofras dos encerradas en los &angulos iguales
ACM, ACH’, se ve que el espacio angular BCM no
es la mitad de todo el plano. Luego la recta XY
que se supone divide en dos porciones el espacio
BCM, no podra dividir la totalidad del plano sino
en dos partes desiguales, lo que es contrario a la
naturaleza de la linea recta.

Sentado esto se puede demos-
trar el postulado de FEuclides. D c
Este postulado se reduce facil-
mente, como se sabe, al caso en
que una de las rectas AC (fi-
gura 13), siendo perpendicular p
a AB la otra BD hace con AB
un dngulo ABD menor que un
recto. Se trata, pues, de probar
que en ese caso BD prolongada
debe encontrar AC. En efecto, D’ ¢
si no fuese asi, prolongando AC
hacia el lado opuesto AC” y ha-
ciendo el dngulo ABD'= ABD,
la recta (O’ estaria comprendida toda enfera en
el dngulo DBD’ menor que dos rectos, lo que es
imposible [11], 279-280.

En esta demostracién se reemplaza el 59 postu-
lado por otro equivalente y adolece ademéis del de-
fecto de comparar entre si espacios infinitos.

Fig. 13

XIL—FALSA DEMOSTRACION DEL TEOREMA SOBRE LA
SUMA DE LOS TRES ANGULOS DE UN TRIANGULO
Sea ABC (fig. 14) un triingulo cuyos Angulos

son a, P, yv. Se prolonga el lado AB segin BB’, el

lado BC seglin CC’ y el lado C'A en la direccién 44’.

Sea o, [/, ¥ los &ngulos exteriores adyacentes a

o, B, v respectivamente.

Bl‘

Fig. 14
Se hace girar ahora BB’ alrededor del punto B
del angulo B’ hasta que BB’ coincida con BC; se
hace deslizar BB’ sobre BC hasta que el punto B
coincida con ¢ y BB’ con CC’; se hace girar ¢’

del dngulo y" alrededor del punto ¢ hasta que CC”
se confunda eon C4 y se hace deslizar CC” sobre CA
hasta que ocupe la posicién AA4’. Se hace girar A4’
alrededor de A del dngulo o de modo de hacerle
coincidir con AB y se hace deslizar hasta que llegue
a la posicién BB'. Puesto que la recta BB’ parti6
de su posicién primitiva para volver a ella, se ten-
dré que la suma de los ingulos de giracién es igual
a 4 ingulos rectos:

o By =4
Pero: aot+o'=2 Bf+p =2 yv+v=2
Luego: at+pty=2

El resultado es cierto en Geometria euclidiana
porque trazando por B (fig.15) la recta BA’ para-
lela a CA, el dngulo A’BB’ es ignal a o y el angu-
lo CBA’ es ignal a vy’ y la ecuaciébn o' + B’y =4
es entonces cierta.

4 c
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Fig. 15

Pero se ve por esto mismo que la demostracién
no es independiente del 52 postulado y que, para
que ella sea vilida en Geometria euclidiana seria
preciso admitir otro postulade, a saber: que la
ecuacion a 'y =4 sea verificada.

En efecto, se podria aplicar punto por punto
el mismo razonamiento a un trifingulo esférico
(fig. 16), puesto que es posible hacer girar el

0!

4 Fig. 16

arco de circulo méximo BB’ hasta que coincida
con BC y deslizarlo sobre BC (*) hasta que coin-

(*) Puesto que todos los circulos méAximos de la esfera
son iguales y que por todo punto de la superficie de la
esfera pasan infinitos cireulos miximos,
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cida con €’ ete. de donde se concluird que la suma
de los tres dngulos de un tridngulo esférico es igual
a dos rectos, lo que es absurdo. (V. Lietzmann und
Trier, Wo Steckt der Fehler? Leipzig, 1917, p. 27).

Tista demostracién es uno de los ejemplos més
claros de las demostraciones en que se reemplaza
el postulado 59 por otro postulado més dificil de
admitir.

Es, en el fondo, el mismo ensayo de demostra-
c¢ién de Schumacher ya expuesto.

XIIi,—ENSAY() DE DEMOSTRACION DEL
POSTULADO DE EUCLIDES

Si se acepta el siguiente postulado: la suma de
los tres dngulos de un tridngulo rectilineo es una
cantidad constante &, se deducird el postulado de
Enclides. En efecto, sea ABC (fig. 17) un iridngu-

¢

W

B
Fig. 17

lo cualquiera; sea O un punto del lade BC situade
entre B y €; tinase A con 0. Se tendra.

atwt+B==F«
4o+ O=k
h=A-++B+C

Sumando miembro a miembro, estas ecuaciones,
ody =
se tendrd: o+ =k

¥ como -+ o' =2 Angulos rectos, resulta:
¢ = 2 &ngulos rectos.

Luego: la suma de los tres dugulos de un tridn-
gulo rectilineo es igual a dos dngulos rectos.

Sea ahora PR (fig. 18) una vecta y M un punto
fuera de ella; sea M P la perpendicular a PR baja-
da desde M. Bea MN una recta cualquiera. Si el
éngulo PMN es inferior a 90%, la recta MN cortard

N”

M

Fig. 18

la PR; pero si el 4ngulo PHN’ = 90°, la recta 3N’
no cortard la PR, pues de lo contrario se tendria
un tridngulo rectilineo en el cual la suma de los
tres Angulos seria superior a dos dngulos rectos.

XIV-XV.—ENSAYOS DE DEMOSTRACION DEL
POSTULADO DE EUCLIDES

del doctor Julio Garavito Armero (1865-1920)

En 1918 publicé el doctor Garavito, antiguo Di-
rector del Observatorio de Bogotd, un estudio in-
titulado “Nota sobre las Geometrias planas no eu-
clideas” en el cunal inserta dos ensayos de demos-
tracién del célebre postulado. [126].

En el primer ensayo, Garavito considera una rec-
ta ilimitada L'L (fig. 19) y un punto P fuera de

ll’

Fig. 19

ella y baja la perpendicular PO sobre L/L. El pun-
to O es el origen para determinar la posicién de
un punto m que se mueve sobre L'L, y designa
por 2 la distancia ©Om con las convenciones de
signo de la Geometria analitica. Trazando la ree-
ta Pm y designado por B el dngulo OPM, re-
sulta que 2 ¥ {fangf son cantidades reales, va-
riande — o a - yaunvalorde 2 corres-
ponde uno solo de fangf §y reciprocamente; de
modo que 2z es funcién uniforme de ifangf. Ga-
ravito concluye que estas dos cantidades estan li-
gadas por una ecuaciéon de la forma

Az tang B -+ Bz - C tang p -+ D = o.

Puesto que si #=0 es ff=o0 y por fanto
tang p = o, resulta D =o0. Dando a B dos valo-
res iguales y de signos contrarios, los valores co-
rrespondientes de #z serin iguales y de signos con-
trarios y se deduce A = 0. La ecuacién se reduce a

Bz CtlangB=o0 De donde & =g tang p

: L B
designando por g el cociente — ¢ » que, como se

sabe es la distancia OP.
De aqui contintia Gaeravite: “Si damos a f cual-
quiera de las dos series de valores

pr=73 +2nn o P=5+ @+

se tendrd: tang By = tang By = tang —g- = &

y por tanto, la ecuacién z = g tang B, dard 2 =co0”.

“Las dos series de arcos no definen sino un mis-
mo didmetro del circulo AMBM’A (circulo cual-
quiera descrito de P como centro con un radio cual-
quiera), el cual es perpendicular a PO. En conse-
cuencia no habré sino una sola recta trazada por P
que no corta a L'OL. Esta recta es la perpendicu-
lar a PO. Cualquiera otro valor de f dard valor fi-
nito para tangf y por tanto para z (Postulado
de Eueclides)”. [126], 9.
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Garavito considera inatacable su razonamiento y,
como da por sentado que Lobatchewsky llegé for-
zosamente a las mismas conclusiones que él, excla-
ma: “Grande ha debido ser la sorpresa de Lobatt-
cheffsky al hallarse, cuando menos lo esperaba, fren-
te a frente con el postulado de Buclides”.

(Donde se halla la equivocacién de Garavito?
Es facil responder:

El error de Garavito al haber ecreido demostrar
el Postulado de Fuclides, consiste en no haberse
dado cuenta de que reemplazé el célebre postulado
por otra proposicion no demostrade. En efecto, Ga-
ravito supone, implicitamente, que la velacién que
liga la distancia 2z y la tangente del dngulo f es
algebraica, lo cual no es de ninghn modo evidente
o priori. Ahora, como dice el gran gedémetra fran-
cés Darbouxr [125], 6:

8i la relacién entre dos cantidades reales «, y es
tal que a un valor de la una corresponde un solo
valor de la otra y si por la naturaleza de la cues-
tion se sabe que esta relacién es algebraica, se po-
dra concluir que ella es de la forma

Azy 4+ Be 4+ COy+4-D =0

siendo A4, B, €, D constantes. Pero, si no se sabe
@ priori que la relacién es algebraica, se podrd ima-
ginar una multitud de otras formas de la relacion,

por ejemplo y=q (z)

en que ¢ designa una funcién que crece de — co
a + <« cuando @ crece de la misma manera. or
ejemplo, se podrd poner

Yy=1e"—e-%,

Garavito no justifica sn postulado de que la ve-
lacion que liga un lado del dngulo recto de un triin-
gulo rectangulo y la tangente del angulo opuesto
es algebraica, porque es imposible encontrar a priori
fundamento a dicha hipétesis. Ahora, como preci-
samente en el sistema euclidiano esta relacién es
algebraica, resulta que haciendo tal hipbtesis se cae
forzosamente en el postulado de Eueclides. La de-
mostracion de Garavito no prueba, pues, nada.

Veamos, en efecto, como en las otras geometrias
la relacion en cuestion no es algebraica.

8i se rechaza el postulado de Fuclides y se admi-
ten como verdaderos los otros postulados de la Geo-
metria, Lobatehewsky ha demostrado [17], 33, [{6r-
mula (8)]; [18], 23 [férmula (9)], que en un tridn-
gulo rectilineo cnalquiera cuyos lados son a, b, ¢
¥ sus angulos opuestos A, B, €, se tiene, desig-
nando por = (x) el angulo de paralelismo de a,

tang Vo nu (@) = ¢*

es deeir
¥y que:
__cosxm (¢)
cotang B sen A senx (¢) + cos A = )

|a

Suponiendo ahora A — — se tendra para el fridn-

]

L

gulo rectangulo: tang B = tang x (¢) cosx (D).

Esta férmula general comprende como casos par-
ticulares los que corresponden a la Geometria rie-

manniana y a la Geometria euclidiana. En efecto,
cambiando % por iR se tiene para el tridngulo rec-
tangulo esférico:

b [
tang = tang B sen T

Suponiendo @, b, ¢ infinitamente pequefios con
relaciébn a R o a R infinitamente grande resulta:

U = cotang B

formula del tridngulo rectingulo en Geometria eu-
clidiana.

El caso de ser algebraica la relacién entre un
lado de un tridngulo vectingulo y la tangente del
angulo opuesto es, pues, un caso particular del caso
general en el cual dicha relacién no es algebraica
¥y ese caso particnlar corresponde precisamente a
la Geometria euclidiana, como ya lo habiamos dicho.

Esta demostracion de Garavito es también un
claro ejemplo de los ensayos de demostracion en que
se reemplaza el postulado de Fuclides por otro pos-
tulado més dificil de admitir.

L -]

E] segundo ensayo de demostracion del postula-
do de Euclides, expuesto por Garavito, se funda en
la interpretacion geométrica de las soluciones de
los sistemas de ecnaciones lineales con dos y tres
inedgnitas que ensefia la Geometria analitica [105],
5, 6; [112], 39. Esta interpretacién consiste, como
se sabe, en convenir a priori en llamar punio a un
conjunto de dos o de tres variables (o de n varia-
bles en el hiperespacio), recte a una ecuaci6n de
primer grado entre dos variables o a un sistema de
dos ecunaciones de primer grado entre tres varia-
bles, ete. [134], 20-23. Las soluciones de las ecua-
ciones lineales se pueden enunciar entonces en este
lenguaje geométrico convencionel y asi resulta que
el postulado de Euclides corresponde al caso de im-
posibilidad o incompatibilided del sistema de dos
ecuaciones de primer grado con dos variables. Es
decir, el caso en que las soluciones son infinitas, co-
rresponde al caso de la paralele tinica (Postulado
de Huclides). Y concluye Garavito:

“Iin todo lo que acabamos de decir nos hemos re-
ferido al Algebra pura: las variables no son coorde-
nadas sino simples canfidades numéricas y por
tanto no es el caso de sefialar peticidn de principio
ni circulo vicioso”.

El error de Garevito consiste en haber olvidado
que los teoremas conocidos de Geometria, enuncia-
dos cuando se consideran los puntos, lineas y super-
ficies como variedades definidas analiticamente no
son en realidad verdades geométricas, sino verdades
enunciadas en un lenguaje geoméirico, las cuales
no se aplican a figuras concretas de Geometria
mientras no se acuerden previemente con los postu-
lados fundaementales o de base. [83], 189; [112], 43.

Pretender, pues, que la condicién de incompatibi-
lidad de ecuaciones de primer grado sea una demos-
tracién del célebre Postulado, es caer en circulo vi-
¢ioso o peticion de principio. En efecto, para probar
que una ecuacién de primer grado con dos variables
representa una linea recta y que, reciprocamente,
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toda linea recta est4 representada por una ecuacién
de primer grado, es preciso basarse en el postulado
mismo que se pretende demostrar. Es decir, para
acordar en este caso el lenguaje analitico con el
geométrico es preciso admitir previamente el postu-
lado de Ewuclides.

Algo andlogo sucede con la teoria de las integra-
les de variable compleja de Cawchy, como lo ha he-
cho notar Laurent [40], 381, En esta teoria se hace
uso del lenguaje geométirico por comodidad de la
exposicion, lenguaje que es perfectamente correcto
ann cuando no tuviéramos ninguna nocién del espa-
cio ordinario. Resulta, pues, que si, en apariencia,
podria parecer que la teoria de las integrales defi-
nidas de Cauchy y las consecuencias que se dedu-
cen sobre las propiedades de las funciones, estin
fundadas en la Geometria, son en realidad absolu-
tamente independientes del Postulado de Fuclides,
a pesar de que se haya hecho uso de coordenadas.
Se puede, en efecto, razonar sin figuras, definiendo
aun en Geometria de dos dimensiones, lag lineas y
las superficies como se hace en el hiperespacio en
general. )

Serfa, pues, grave error creer que el Postulado de
Euclides podria demostrarse fundindose en el hecho
de que las integrales halladas por medio del cilculo
de los residuos pueden determinarse, con los mis-
mos valores, empleando métodos gue no requieren
ayuda alguna de la Geomeiria.

* % %

En el estudio del doctor J. Alvarez Lleras publi-
cado en la Revista de la Academia Colombiana de
Ciencias Exactas, Pisicas y Naturales [159], 474,
en el cual analiza la Nota de Garavito que estamos
comentando, se lee lo siguiente:

“El fin primordial del estudio de Garaviio es de-
mostrar que las formulas de la Trigonometria co-
rrespondiente a la Geometria de Lobatchewsky son
las de la Trigonometria esférica imaginaria y que
Lobatchewsky incurrié en un error de criterio o
aparenté incurrir en él, al haber raciocinado geo-
métricamente cuando el valor de sug deducciones era
puramente analitico, Para llegar a tal resultado el
doctor Garavito considert las variaciones periédicas
de cierta distancia 2 comprendida entre un punto
fuera de una recta y otro que se desaloja sobre ésta
hasta el infinito. Del estudio de esas variaciones
llegé a la conclusién de que Lobatichewsky dio de
manos a boca con el Postulado de Fuelides “porque
no habia razonado con rectas situadas en un plano,
sino sobre otra clase de lineas y superficies”. “; Cué-
les eran esas superficies y esas lineas?” continia
diciendo el doctor Garavite: En sus raciocinios Lo-
battcheffsky habia encontrado que la suma de los
tres 4ngulos de un tridngulo era menor que dos
rectos, precisamente lo contrario de lo que aconte-
ce con los tridngulos esféricos en donde el exceso
esférico es la relacion del 4area del tridingulo al cna-
drado del radio de la esfera. Si pues el radio de la
esfera se hiciese imaginario, su cuadrado se haria
negativo y el exceso esférico se convertird en de-

fecto, tal y conforme corresponde al caso estudia-
do. Lobattcheffsky habia pues razonado sobre una
esfera imaginaria considerada como plano y con
circulos maximos de tal esfera considerados como
rectas”.

“Creemos — concluye Alvarez Lleras — que lo
transerito bastard para indicar dénde estd el mé-
rito del matemético colombiano cuando tratd, an-
tes que nadie de estas cuestiones”.

Y afiade en nota:

“En un libro reciente de Picard se habla ya de
estas cosas tocindolas incidentalmente; empero la
propiedad del descubrimiento pertenece exclusiva-
mente al doctor Garavito™.

Estas conclusiones del doctor Alvares Lleras son
inadmisibles, pues, casi un siglo antes de que es-
cribiera Garavito, habia hecho Teurinus la misma
consideracion de la esfera de radio imaginario en
1825 [127], 67; [133], 277; lo mismo que Lambert
para el area del tridngulo en la hipdtesis del 4n-
gulo agudo [133], 267. También Lobaichewsky, en
su célebre Memoria de 1840 [17], 34, deduce las
férmulas de la Trigonometria esférica de las que
expresan en su sistema de geometria las relaciones
entre los lados a, b, ¢ y los 4ngulos A, B, €' de un
tridngulo rectilineo, sustituyendo en estas tltimas
@, b, ¢ por ai, bi, ci. Lo mismo hizo Bolyai en 1832
[22], 242; [39], 13T.

Por otra parte, la generalizacién de esta idea o
sea la célebre interpretacion de Belframi (1835—
1900), fue publicada en 1868, es decir medio siglo
antes de que viera la luz el estudio de Garavito que
hemos analizado.

El estudio del ilustre geémetra italiano tiene por
titulo Saeggio di Interpretatione delle Geometria
non-euclidea y aparecié en el t. VI del Giornale di
Matematiche. Mostré Belirami que todas las pro-
posiciones de la Geometria plana de Lobatchewsky
son validas en el espacio euclidiano sobre las su-
perficies de curvatura constante negativa [83], 33;
[106], 13. Russell hace notar que es extraordinario
que esta interpretacién que Riemann conocia y qui-
z4s también Gauss, haya estado durante tantos afios
sin demostracion explicita. Agrega que esto es tanto
més raro cuanto que la Geometria imaginaric de
Lobatchewsky apareci6é en el tomo XVII del Jour-
nal de Crelle (1837) y Minding habia mostrado en
el tomo XIX del mismo peri6édico que la Geome-
tria de las superficies de curvatura constante ne-
gativa en particular en lo que respecta a los trifin-
gulos geodésicos, puede deducirse de la de la esfera
dando al radio un valor puramente imaginario ia.

Este resultado, como ya hemos visto, habia sido
obtenido por Lobaichewsky y sin embargo — agrega
Russelll — se necesitaron 30 afios (hasta 1868) para
que el conocimiento de esta relacién fuese general
[V. [111], 74].

Sobre el mismo asunto dice el eminente matema-
tico francés Darbouz en su monumental obra Théo-
rie des Surfaces [58], 394, lo signiente:

— 7 —



“Esta teoria més general a la cual Lobatchewsky
habia dado el nombre de Pangeometria y que se
designa hoy con el nombre de Geometria no euclidia-
na, concuerda enteramente, en el caso del plano, con
la que acabamos de desarrollar para las superficies
de curvatura constante negativa. Esta observacion
desarrollada de una manera completa por Beltrami,
se justifica de la manera siguiente: Se reconoce que
todas las propiedades del Tratado de Euclides que
reposan sobre la nocién del cambio de lugar de una
figura invariable se aplican a las diversas superfi-
cies de curvatura constante, con tal de que se reem-
placen las rectas del plano por las geodésicas de la
superficie. El hecho, admitido en los elementos, de
que no se puede llevar méis de una recta por dos
puntos excluye las superficies de curvatura positi-
va. Se sigue de alli que toda geomefria en la cual
no se aflada el postulado de Ewuclides a los hechos
anteriormente admitidos deberi convenir a las su-
perficies de curvatura constante negativa lo mismo

que al plano. Tal es, en rasgos generales, la expli-

caciéon que debemos a Beltrami de la analogia com-
pleta que existe entre la Geometria euclidiana del
plano y la de las superficies de curvatura constan-
te negativa”. ;

'3

Yy Fig. 20

Una superfice de curvatura constante negativa es,
por ejemplo, la pseudoesfera, superficie engendrada
por la revolucion de la tractriz o traztriz alvededor
de su asintota. La tractriz tiene la forma indicada
en la figura 20 y tiene por ecunaciéon

m:alog%—\/c;?—_y?.

Esta curva es tal que los segmentos de fangente
comprendidos entre el punto de contacto y el eje Oz
tiene una longitud constante ¢. El punto A es de
retroceso (*).

Como se ve por lo expuesto, es de toda imposibi-
lidad atribuir a Garavito el descubrimiento de la
interpretacién de la Geometria hiperbélica por me-
dio de las superficies de curvatura constante nega-
tiva, como lo hace Alvarez Lleras. Por otra parte,
aunque Garavito no cita ninguna obra, dice tex-
tualmente:

(*) Ya hemos dicho que esta superficie no ofrece, en la
Geometria euclidiana, la imagen completa del plano de Lo-
batchewsky. La métrica de esta superficie es la misma de
la Geometria plana de Lobatchewslky, solamente en una cier-
ta regién comprendida entre dos aristas de retroceso.

“De esta féormula pueden deducirse las tres férmu-
las fundamentales de la Trigonometria esférica ima-
ginaria como lo ha hecho Lobattcheffsky”. De modo
que, por confesion de Garavito mismo, él no hizo
sino repetir lo que habia ya hecho Lobaichewsky,
es decir, sustituir el radio real R por otro imagina-
rio, 0 sea reemplazar R por R\/— 1.

®* ¥ ¥

Dice Garavito: “Gauss, Lobatchewsky y Riemann
y en general los que han estudiado a fondo y dete-
nidamente el asunto, han tenido forzosamente que
llegar a las mismas conclusiones a que hemos Ilega-
do nosotros respecto del postulado de Euclides. Ha-
biendo tropezado aquellos sabiog con un interesan-
te acertijo, se gnardaron de aclararlo para dejar un
motivo de entretenimiento a los curiosos, presen-
tando el enigma bajo la forma de verosimilitud de
otras geometrias planas no euclideas™.

Esta opinién no tiene nigin fundamento desde
el punto de vista cientifico, pues vimos ya que las
conclusiones de Guaravito respecto del postulado de
EBuclides son falsas y mal podrian haberlas imagi-
nado o aceptado sabios de la talla de los nombrados.
Aun cuando hoy dia no se discute ya el asunto de
que se trata, basta para refutar a Gargvito citar
los escritos de Lobatchewsky y de Riemann y en
lo que respecta a Gauss, leer su correspondencia con
Schumacher y Wolfgang Bolyai.

En carta a Schumacher fechada en Gotinga el 28
de noviembre de 1846 dice Gauss:

“He tenido tltimamente ocasion de releer el fo-

= lleto de Lobatchewsky intitulado: Geometrische Un-

tersuchungen zur Theorie der Parallellinien. Este
optisculo contiene los elementos de 1a Geometria que
deberia existir y cuyo desarrollo formaria un en-
cadenamiento riguvoso, si la Geometria euclidiane
no fuera verdadera. Un tal Schweikardt (antes vivia
en Marbourg, ahora es profesor de jurisprundencia
en Koenisberg) ha dado a esta geometria el nombre
de Geometria astral. Lobatchewsky el de Geometria
imaginaria. Usted sabe que desde hace cincuenta y
cuatro afios (desde 1792) tengo las mismas convie-
ciones, sin hablar aqui de ciertos desarrollos que
han adquirido después mis ideas sobre esta materia.
No he hallado, pues, en la obra de Lobaichewsky
ningtn hecho nuevo para mi; pero la exposicién es
enteramente diferente de la que habia yo proyecta-
do, ¥ el autor ha tratado la materia magistralmen-
te y con verdadero espiritu geométrico. Creo deber
llamar su atencién sobre este libro, cuya lectura no
dejard de causarle el més vivo placer” [17], 41.
Leamos ahora la carta de Gauss a su amigo Wolf-
gang Bolyai, fechada el 6 de marzo de 1832, en la
cual se refiere al célebre
Appendiz, scientiam spatii absolute veram
exhibens, ¢ veritate aut falsitate aviomatis XI
Fuclidei (a priori haud aunquam decidenda)
independentem; adjecta, ad caswm falsitatis,
quadratura circuli geometrica.
de Juan Bolyai, hijo de Wolfgang:
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. “Hablemos ahora un poco del trabajo de tu
hijo. 8i comienzo diciendo que yo no puedo alabar
ese trabajo, quedaris por un instante asombrado;
pero no puedo decir ofra cosa; alabarlo seria ala-
barme; en efecto, el fondo completo de la Obra, el
camino seguido por tu hijo, los resultados que &l
obtiene, coinciden casi enteramente con mis propias
meditaciones que han ocupado en parte mi espiritn
desde hace treinta o treinta y cinco afios. Esto me ha
dejado completamente estupefacto. Por lo que res-
pecta a mi trabajo personal, sobre el cual conser-
vo poca cosa por escrito, mi infencion era de no
dejar publicar nada mientras viva. En efecto, la
mayor parte de los hombres no tiene un juicio se-
guro sobre los asuntos de que se trata y he encon-
irado solamente muy pocos que mostrasen interds
particular acerca de lo que les he comunicado a ese
respecto. Para poder tener este interés es necesario
haber antes sentido hondamente las imperfecciones
esenciales y en estas materias casi todos los hom-
bres estdn en una oscuridad completa. Tenia por
el contrario, la idea de redactar, andando el tiem-
po, todo esto a fin de que por Io menos no perecie-
ra conmigo”.

“Ha sido pues para mi una agradable sorpresa ver
que puedo ahora dispensarme de ese trabajo y me
llena de extremo jibilo que sea precisamente el hijo
de mi viejo amigo quien me haya tomado la delan-
tera de un modo tan notable”. [65], 17; [160], 12.

Como Garavito dice: “los gedmetras kantianos
que, antes de Lobatchewsky conferian a los axiomas
la categoria de verdades necesarias, admitieron des-
pués la existencia l6gica de espacios no euclideos!”,
parece interesante hacer ver que las ideas de Gauss
respecto del espacio eran totalmente opuestas a las
de Kani. En la misma carta de Gauss a W. Bolyai
de 6 de marzo de 1832 [65], 20, dice:

“En la imposibilidad en que estamos de distin-
guir @ priori entre £ y 8 (sistema euclidiano y no-
euclidiano), se halla precisamente demostrado del
modo mas claro que Kani no tuvo razon al afirmar
que el espacio es #dnicamente la forma de nuestra
intuicién. He indicado una razén ignalmente con-
vincente en una Nota publicada en Gdttingische
Grelehrte Anzeigen en 1830, Part. 64, p .625".

Gauss se refiere aqui al andligis de sn Memoria:
Theoria residuorum biguadraticorwm inserto en la
publicacién mencionada. Dice en la pag. 637 (Gauss,
Werke, t. 11, p. 177; 1876) :

“Tista distincién entre la derecha y la izquierda
seria... en i completamente determinada, si no
obstante pudiésemos comunicar nuestra intuicién
de esta distincién a otros #nicamente por una prue-
ba que reposara sobre los seres materiales en pre-
sencia efectiva de los cuales nos halliramos”. Y en
nota al pie de la pagina agrega:

“Las dos observaciones han side ya hechas por
Kant, pero no se concibe cémo ese filésofo perspi-
caz podia creer que la primera demostraba su opi-
nién que el espacio es solamente una forma de
nuestra intuicién exterior, puesto que la segunda
observacion demuestra tan claramente lo contrario

¥ que el espacio debe tener una significacién real
independientemente de nuestro modo de intuicion”.
[65], 21.
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CONCLUSION

Como hemos visto, todos los intentos de demos-
tracién del célebre postulado 52 de Fuclides que,
por otra parte, es muy interesante e instructivo ana-
lizar, se fundan en reemplazar el postulado que se
quiere demostrar por otro postulado. Algunos auto-
1es lo han hecho conscientemente como, por ejem-
plo, Wallis al reemplazar el postulado de Huclides
por el postulado de la similitud o posibilidad de
la construceién de figuras semejantes y Legendre
al sustitunirlo por el postulado o principio de la
homogeneidad. Otros autores como, por ejemplo, G-
ravito, han creido haber demostrado el célebre pos-
tulado, porque no se han dado cuenta de la sustitn-
cién de postulados que han operado implicitamente.

El error fundamental de los que atacan los sis-
temas no-euclidianos es el de creer que el postula-
do de Euclides estd contenido en la nocién de linea
recta, o que es una consecuencia de los otros axio-
mas. Otro error fundamental e el de pensar que
los espacios euclidiano y mo-euclidiano pueden co-
existir. 8i el espacio en que vivimos es euclidiano
no puede ser al mismo tiempo no-euclidiano. Por
esfo demuestran ignorancia del asunto los que cre-
yendo haber echado por tierra los sistemas no-eu-
clidianos, exclaman satisfechos: “Vuelve a ser cier-
to que la suma de los tres angulos de un tridingulo
rectilineo es igual a dos rectos”. Podria respondér-
seles que jamdas, en el sistema euclidiano, ha dejado
de ser cierto el teorema mencionado.

La cuestién de saber si el espacio es euclidiano
o no-euclidiano, tiene en realidad poca importan-
cia. El verdadero interés, el gran valor filosofico
de las Geometrias no-euclidianas consiste — dice
Russell — en la posibilidad légica de su existencia,
aun en el caso improbable en que se pudiese de-
mostray rigurosamente que nuestro espacio es eucli-
diano [83], 125.

Otro punto que atacan los enemigos de las geo-
metrias no-euclidianas es el de la existencia de la
constante espacicl que algunos llaman “la miste-
riosa constante k7. [126], 14. En las geometrias no-
euclidianas la distancia D entre dos puntos no esti
dada directamente por el valor de D en funcién de
las coordenadas, sino en la Geometria de Riemann

D
por el valor de 08— ¥ en la de Lobatchewsky por
{4

el de cosh i en funciéon de las coordenadas de

k
los dos puntos. Esta constante k, como dice Russell
[33], 262 esta implicitamente contenida en toda re-
lacién analitica no-euclidiana que contiene distan-
cias, asi como la constante cuatro dngulos rectos
estd incluida en toda ecuaciéon de geometiria eucli-
diana o no-enclidiana que contiene dngulos. La can-

tidad % en la Geomefria de Riemann y “_%z‘ en la

de Lobaichecwsky es lo que se llama la curvatura



total, derivada de la férmula del arco infinitesimal
por la misma formula que ha dado Gauss para la
curvatura total de una superficie (*).

Los filosofos que no son mateméticos, como Lotze,
han sido en general, enemigos acérrimos de la meta-
geometria, Lotze expresaba la esperanza de que la
Filosofia no se dejara dominar en esta materia por
las Mateméaticas. Russell, que es fil6sofo y matema-
tico, dijo: “HEs necesario, por el contrario, alegrarse
de que las Matemdticas no se hayan dejado dominar
por la Filosofia y que hayan desarrollado libremen-
te un sistema importante y consecuente congigo mis-
mo, que merece por su sutil andlisis de los elemen-
tos 16gicos y de hecho, la gratitud de todos los que
buscan una filosofia del espacio”. [83], 139.

NOTAS SOBRE EUCLIDES
Y LAS EDICIONES DE LOS ELEMENTOS

Se ha confundido frecuenfemente al gedmetra
Fuclides con BEuclides de Megara fundador de una
secta. Dice Montucla, “célebre mas bien que por sus
progresos en la investigaciéon de la verdad, por sn
invencion de sofismas y su pasiéon por la disputa”.

Fuclides de Megare fue uno de los primeros audi-
tores de S6crates; mientras que el geémetra era con-
temporaneo del primer Piolomeo y por consiguiente
vivié un siglo mds tarde que aquél (cerca de 300
afios a. J. C.).

No se sabe con seguridad cuél fue la patria del
gebmetra Huclides. Parece que vivié primeramente
en Grecia y estudié en Atfenas con discipulos de
Platén. Después se fijéo en Alejandria llamado por
Piolomeo, Este le preguntoé si no habia camino més
fécil, menos espinoso que el ordinario para estu-
diar la Geometria. “No, principe — respondié Eucli-
des — no existe ninguno hecho expresamente para
los reyes”. [T], 204.

Los célebres Flementos se componen de trece li-
bros a los cuales se afiaden ordinariamente otros
dos que se atribuyen a Hypsicles, gedmetra de Ale-
jandria que vivié ciento cincuenta afios después de
Euclides.

Theon de Alejandria (320-395) fue el primer co-
mentador de Kwuclides y luego Proclus (412-485) y
Iineas de Hierdpolis.

El arabe Thebith ben Corrah tradujo y rveviséd
los Elementos en el siglo IX.

El célebre astrénomo y geémetra persa Nassir-
Eddin (1225-1274) fue el principal comentador de
Fuclides y su sabio comentario en drabe fue publi-
cado en 1594 en la magnifica imprenta de los
Médicis.

Los hebreos Moses Aban-Tibon e Isaac ben-Honain
hicieron traducciones de Euclides que se conservan
eén manuscritos en algunas bibliotecas.

Adelard (AEthelhard) de Bath en Inglaterra y
Campanus de Novara (Italia) tradujeron log FEle-
mentos en los siglos XII y XIII de las versiones

(*) V. para la formula de la curvatura total, por ejem-
plo. DUARTE, Apélisis Infinitesimal, N 142, p. 281, Ca-
racas, 1943,

4rabes. Por estas traducciones los latinos comenza-
ron a conocer a Fuclides; hasta entonces los finicos
antores conocidos en Geometria eran Boéce y los
Principiis geometriae de San Agustin, La obra de
Adelard no se conoce sino en manuserito. La de
Campano (siglo XIII) fue la base para la mayor
parte de las traducciones latinas de fines del si-
glo XV y principios del XVI.

Casi medio siglo después del descubrimiento de
la imprenta apaveci6é en 1482 la editio princeps de
Tuclides, in folio, publicada en Venecia, de acuer-
do con la traduecién de Campano por Radilolt de
Ausburgo, impresor célebre.

En 1489 se publicé otra edicién, con el comenta-
rio de Campano, hecha en Vicencio por los impre-
sorves asociados Leonardo de Basilea y Guillaume
de Pavia.

Zamberti de Venecia publicé otra edicion latina
de los Blementos y de otros escritos de Euclides con
el titulo Huclides Opera, Bartholomaeo Zamberto
interprete, Venetia in folio, 1505.

Esta traduceion fue de nuevo impresa en Basilea
en 1537 (in folio) por el impresor Hervage y nue-
vamente en 1565.

En 1509 aparecié en Venecia la bella edicién in
Jolio de Lucas Pacioli, de Borgo San Sepolero, quien
utilizo la version de Campano: Buclides megaren-
sis mathematicorumque omnium sine controuersia
principis opus. Campano interprele fidissimo trans-
lata. .. Lucas Paciolus theologus insignis: altissima
mathematicae disciplinarum scientic rarissimus. ..
Venetiis, Paganinus 1509, in fol. (Titulo en rojo y
negro, caracteres goticos y grabados en madera).

En 1516, Jacobo Faber de IEtaples, publicd en
Paris por el editor Henri Etienne una edicién la-
tina_de los Flementos, traducida del griego. Ella
contiene ademéas del comentario de Theon, las notas
de Campano y de Zamberii y no es una simple re-
impresion de la edicién dada por este Gltimo.

in 1533 aparecié en Basilea la primera edicién
griega de log Flemenios hecha por Simdn Grynaeus
en la célebre imprenta de J. Hervaye. Esta edicién
presenta el texto griego de Fuclides segtiin Theon
y contiene los cuatro libros del Comentario de Pro-
clus sobre el Primer Libro.

Commandin dio en 1572, en Pesaro, una traduec-
cion latina de los Elementos (in folio) y en 1575
una edicién italiana hecha en-Urbino, reimpresa en
Pesaro en 1619 con adiciones y correcciones.

1 célebre matemitico Tartalea (Tartaglia) pu-
blicé en Venecia en 1543 una edicién italiana de
Buclides: Euclides. Solo introdutfore delle Scien-
tie Mathematice diligentemente rassetato et alla in-
tegrita ridotto per Nicolo Tartalea Bresciano. Se-
condo le due tradottioni et di latino in volgar tra-
dotto, con una ampla espositione di novo aggionta
Vinegia, Vent. Ruffinelli, 1543. Fue reimpresa en
Chiara con notas de Talmente en 1565.

En 1566 aparecié la edici6n latina (in folio) de
De Foiz-Candalle con un décimo libro sobre los
sflidos regulares; fue reimpresa en 1578 y aumen-
tada de dos nuevos libros sobre los mismos s6lidos.
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El P. Clavius, 8. J., dio una edicion de Buclides
en 2 vols. in 8%, en Roma, 1574, con comentarios.
Esta edicién tuvo numerosas reimpresiones.

En 1576 apareci6 la edicién espafiola: Los Seis
Libros Primeros de la geometria de Euclides. Tra-
duzidos en Léngua espaiiola por Rodrigo Camorano,
Astrologo y Mathematico. Sevilla.

Después se public la edicion francesa: Les Quinze
livres des Elémens d’Buclide. Traduicts du latin
en Francois par D. Henrion, Mathematicien, Pa-
rig, 1615,

Barrow public6 una edicién latina en 1659 y Keil
otra, en Oxford, en 1701 (in 89).

La magnifica edicién en griego y latin de David
Gregory fue publicada en Oxford en 1703 (in folio)
con el titulo Fuclides quae supersunt omnie (*).

En 1756 Robert Simpson publicd en Glasgow una
edicién latina (in 49) a la cual siguié una edicion
inglesa.

Después vienen las ediciones modernas:

Les (Buvres d’Huclide, traduites en Latin et en
Francais, d’aprés un manuscrit grec trés ancien qui
était inconnu jusqu’d nos jours. Par F. Peyrard,
Traducteur des ceuvres d’Archiméde. Parfs, 1814,
1816, 1818. (Edicién en griego, latin y fracés, 3 vols.
in 82).

(*) En esta edicion los postulados 4, 5, 6 estin marca-
dos 10, 11, 12. Por esto el postulado de Euclides se desig-

na a veces por “axioma XI”, como en el titulo del Appen-
dix de Bolyai.

Les @uwres d’Buclide, traduites littéralement
d’aprés un manuscrit grec irés ancien resté incon-
nu jusqu’e mos jours. Par B. Peyrard, Paris, 1819.
(Edicién solamente en francés, en 1 vol. in 4°).

Estag traducciones de Peyrard estin considera-
das como las més completas y las mejores que exis-
ten: “edicién muy preciosa, considerada como la me-
jor y la més completa que se posee”. (Biogr. Gen.).

El manuserito antiguo utilizado en esta traduc-
ci6on es el N2 190 de la Biblioteca del Vaticano, el
cual fue enviado a Paris por Monge y Berthollet,
euando la ocupaciéon de Roma, en 1796. Cuando
Francia debié devolver los tesoros incauntados, el
Papa (Pio VII) permiti6, a pedido del Gobierno
francés, que Peyrard conservase el manuscrito hasta
terminar la traduccién.

EBuclidis Elemente ex optimis libris in usum Ti-
ronum Graece edita ab Ernesto Ferdinando August
Berlin, 1826-1829.

EBuclidis Blementa, edidit et latine interpretatus
est J. L. Heiberg. Lipsiae 1883-1888. 5 vols. in 8°
[Vol. I, Libri 1-4; Vol. II, Libri 5-9; Vol. III, Li-
bri 10; Vol. IV, Libri 11-13; Vol. V, Libri 14-15];
con un total de CLVII - 2348 pégs.

The Thirteen Books of Euclid’s Elements. Trans-
lated from the text of Heiberg with introduction
and commentary, by T. L. Heath. 3. vols. in 8, Cam-
bridge, 1908.
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NOTA DE LA DIRECCION. — Hemos reproducido integramente este jolleto del doctor Francis-
co J. Duarte, publicado en Caracas en 1945, porque fuera de su gran mérito intrinseco contiene él al-
gunas apreciaciones conirarias ¢ Garavito, y en estas pdginas deben lener cabida opiniones de toda
clase, aunque nos sean adversas. Tal reproduccién es enteramente espontdnea: nadie nos ha sugeri-
do ¢l hacerla, ni el propio autor del folleto, quien accedié a nuestros deseos por sentimientos de sim-
patia hacia la Academia Colombiana de Ciencias Fuactas, Fisicus y Naturales, ¢ la cual pertenece
con el titulo de miembro correspondiente.

Al suministrar a nuestros lectores la copic atrds presentada, y que hemos verificado con nimio
cuidado, nos permitimos recomendar su lectura por considerar que el estudio: “Notas historicas y bi-
bliogréificas sobre las Geometrias no euclidianas” es digno de la mds grande atencién. Su autor se
muestra en este cserito como erudito de primera clase. Tal vez no se haye hecho nunce un trabajo
limitado y abreviado sobre lg materia con tal cantidad de informacién, que supone un espiritu be-
nedictino de investigacién y conocimientos matemdticos muy poco comunes. Merece por ello nuestro
colega las mds sinceras felicitaciones.

Pero si hemos puesto en la reproduccidn a que aludimos, el mayor cariio, obedeciendo a un sin-
cero deseo de que sea este estudio ampliamente conocido y de que nuestros lectores sepan cudl es la
critica que el doctor Duarte endereza conira las opiniones de Garavito respecto de lus Geometrias
no-euclidianas, esto no obste para que nos reservemos para algin otro lugaer en donde podamos, con
mayor espacio, refutar tal critica.

Por lo pronto, muy respetuosamente observamos al doctor Duarte que nunca hemos entendido que
Garavito se hubiera propuesto demostrar el Postulado de Euclides. Bien sabia él cudl concepto filo-
séfico debe tenerse de esta verdad intuitiva, que al iretar de demostrarse presupone siempre defi-
niciones implicitas que también necesitan demostracion.

Porque Garavito, mds que matemdtico, fue fildsofo sincero que nunca tuvo en mira cosa diferen-
te de la persecucién de la verdad. Bien puede catalogdrsele entre los filésofos de que nos habla el
doctor Duarte, cuando afirma en su escrito: “Los filésofos que no son matemdticos, como Lotze, han
sido en general, enemigos acérrimos de la Metageometria. Lotze expresaba la esperanza de que la
Filosofia no se dejara dominar en esta materia por las Matemdticas”.

Garavito, al igual de Lotze, fue adverso a las Geometrias no-euclidianas, por concepto propio y
no por principios de auloridad, ya que su conocimiento de los numerosisimos autores que han pro-
pugnado por el triunfo de las nuevas ideas geométricas, era muy limitado.

Nuestra ignorancia o este respecto, mucho mayor que la suya, nos ha hecho comprenderle por
este aspecto y por eso podemos afirmar que el Profesor colombiano jamds hubo de preocuparse de la
demostracidn del Postulado de Buclides.

Asi procuraremos demostrarlo en un prémimo nidmero de esta Revista, en donde haremos ver que
los errores que el doctor Duarte cree encontrar en lus exposiciones de Garavito, no lo son para todos,
por cuanto la escuela de los pangedmetras no es universal, ni las ideas contrarias a la matemdtice
clisica han obtenido hasta ahora un triunfo absoluto. Bl antagonismo existente entre cldsicos e in-
novadores en estas materias es, en nuestro pobre concepto, cuestién de temperamentos. Fl hablar
del error en que estdn quienes no piensan como nosotros, sobre cuestiones que aun se discuten, es pro-
nunciar fallog excdiedra.

Por pensar ast es que hemos procurado insertar en estas pdginas los conceptos tan bien docu-
mentados del doctor Duarte, con el propdsito de discutirlos de acuerdo con las doctrinas de nuestro
venerado maestro, a quien seguimos con sincera conviceién. Creemos con ello prestar un servicio a
quienes se interesen por el serio estudio y gusten de la discusidn serena ¥y constructive.

Que nuestro colega, quien, repetimos, nos merece profundo respeto ¢ irrestricte admiracion, nos
perdone esta explicacidn y acepte por anticipado la réplica que habremos de hacer prémimamente con
mds estudio y mayor conocimiento del asunto, como prueba de que el trabajo a que nos referimos
es digno, como ninguno, de la consideracién de los estudiosos.
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